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一般座標系のラプラス方程式 

 

 

1. 一般座標系のラプラス方程式 

図 1 に示すような直交座標系 (orthogonal coordinates) では，任意の点 P は座標 (x, y, z) 

で表される．各座標の範囲は， , ,x y z−   +  である． 

 

 

図 1  直交座標系 

 

このような直交座標系において次式に示す形式で表される偏微分方程式を，ラプラス方程

式 (Laplace’s equation) と呼ぶ． 
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ここに，記号 はラプラス演算子やラプラシアン (Laplacian) などと呼ばれ， 2  とも表記

される．ラプラス (Pierre-Simon Laplace) はフランスの数学者・天文学者 (1749-1827)．

記号 V は座標 x, y, z の何らかの関数であり，上式を満たす 2 回連続微分可能な関数を調和

関数 (harmonic function) と呼ぶ． 

 

物理や工学の分野でよく使われる座標系には，直交座標系の他に，円柱座標系，球座標系，

楕円体座標系などがある．ここで，一般的な座標系の座標を q1, q2, q3 とし，次式に示すよ

うに，直交座標系の x, y, z 座標は q1, q2, q3 座標の関数として表されるものとする． 
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この一般座標 q1, q2, q3 におけるラプラス方程式は次式の偏微分方程式で表される． 
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上式中の 3 個の係数 h1, h2, h3 は次式で計算される． 
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直交座標系の場合は上式より直ちに 1 2 3 1h h h= = =  となり，これを式(3) に代入すると，式

(1) のラプラス方程式に一致する．式(3) と式(4) の導出は，偏微分方程式に関する参考書，

例えば参考文献 1) を参照のこと． 

 

 

2. 円柱座標系のラプラス方程式 

図 2 に示すような円柱座標系 (cylindrical coordinates) では，任意の点 P は座標 (r, θ, z) 

で表される．ここに，r は半径，θは x 軸からの円周角，z は z 軸座標そのものである．各

座標の範囲は，r ≧0, 0≦θ≦2π, z−  +  である．半径 r が一定の点 P の集合は，z 軸

を中心軸とする半径 r の円柱側面（円筒面）となる． 
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図 2  円柱座標系 

 

直交座標と円柱座標の関係式は， 
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と表される．式(4) に代入して係数 h1, h2, h3 を求めると， 
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となる．すなわち， 
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 1 2 31, , 1h h r h= = =   (7) 

 

である．上式を式(3) に代入すると， 

 

 
2 2

2 2

2 2

2 2 2

1 1 1 1 1

1 1 1 1

1 1

1 1

1 1

r V V r V
V

r r r r z z

V V V
r r

r r r r z z

V V V
r r

r r r r z

V V V
r

r r r r z

 

 





              
 = + +      

             

           
= + +      

           

     
= + +        

    
= + + 

    

  (8) 

 

となる．したがって，円柱座標系におけるラプラス方程式は， 

 

 

2 2

2 2 2

1 1
0

V V V
V r

r r r r z

    
 = + + = 

    
  (9) 

 

と導かれる．さらに式中の偏微分を実行すると， 
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(10) 

 

とも表される． 

 

 

3. 球座標系のラプラス方程式 

図 3 に示すような球座標系 (spherical coordinates) では，任意の点 P は座標 (r, θ, λ) で

表される．ここに，r は半径 OP の長さ，θは半径 r が z 軸となす角度，λは半径 r を xy 座

標面（赤道面）へ投影した直線と x 軸がなす角度，すなわち経度である．各座標の範囲は，

r ≧0, 0≦θ≦π, 0≦λ≦2πである．半径 r が一定の点 P の集合は，半径 r の球面となる． 
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図 3  球座標系 

 

直交座標と球座標の関係式は， 
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と表される．式(4) に代入して係数 h1, h2, h3 を求めると， 

 

 
( ) ( )

2 2 2

2
1

2 2 2sin cos sin sin cos

1

x y z
h

r r r

    

       
= + +     

       

= + +

=

  
(12-1) 

 
( ) ( ) ( )

2 2 2

2
2

2 2 2

2

cos cos cos sin sin

x y z
h

r r r

r

  

    

       
= + +     

       

= + + −

=

  
(12-2) 

 
( ) ( )

2 2 2

2
3

2 2 2

2 2

sin sin sin cos 0

sin

x y z
h

r r

r

  

   



       
= + +     

       

= − + +

=

  
(12-3) 

 

となる．すなわち， 
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 1 2 31, , sinh h r h r = = =   (13) 

 

である．上式を式(3) に代入すると， 
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となる．したがって，球座標系におけるラプラス方程式は， 
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と導かれる．さらに上式中の偏微分を進めると， 
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となる．この両辺に r2 を掛けると， 
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とも表される． 

 

 

4. 楕円体座標系のラプラス方程式 

図 4 の左図に示すような楕円体座標系 (ellipsoidal coordinates) では，任意の点 P は座標 
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(u, θ, λ) と線離心率 E で表される．ここに，u は径 OQ の長さ，θは径 u が z 軸となす

角度，λは径 u を xy 座標面（赤道面）へ投影した直線と x 軸がなす角度，すなわち経度で

ある．図 4 の右図は，径 u と z 軸を含む平面で切った断面である．座標の範囲は，u ≧0, 0

≦θ≦π, 0≦λ≦2πである．右図の楕円断面の長半径を a，z 軸方向の短半径を b とする

と，線離心率 E は次式で定義される． 

 

 2 2E a b= −   (18) 

 

径 u b=  で一定の点 P の集合は，長半径 a, 短半径 b の楕円体面となる．このとき，点 Q の

集合は，楕円体に外接する半径 a の球面となる． 

 

 

図 4  楕円体座標系 

 

直交座標と楕円体座標の関係は， 
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と表される．上式で線離心率 0E =  の場合は球座標系の式(11) に一致する．上式を式(4) に

代入して係数 h1, h2, h3 を求めると， 
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となる．すなわち， 
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である．上式を式(3) に代入する準備として同式の各係数を計算すると， 
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となる．これらの式を式(3) に代入すると， 
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となる．したがって，楕円体座標系におけるラプラス方程式は， 
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と導かれる．あるいは，両辺に分母の ( )2 2 2cosu E +  を掛けると， 
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となる．特に線離心率 0E =  の場合は， 
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となり，球座標系におけるラプラス方程式(17) に一致する． 

 

 

5. 微小距離要素 

一般座標系における微小距離要素は， 
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と表される．直交座標系 (x, y, z) では， 2 2 2
1 2 3 1h h h= = =  を代入して， 

 

 2 2 2 2ds dx dy dz= + +   (27) 

 

となる．円柱座標系(r,θ, z)では，式(6) を代入して， 

 

 2 2 2 2 2ds dr r d dz= + +   (28) 

 

となる．球座標系(r,θ,λ)では，式(12) を代入して， 
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 2 2 2 2 2 2 2sinds dr r d r d  = + +   (29) 

 

となる．楕円体座標系(u,θ,λ)では，式(20) を代入して， 

 

 ( ) ( )
2 2 2

2 2 2 2 2 2 2 2 2 2

2 2

cos
cos sin

u E
ds du u E d u E d

u E


   

+
= + + + +

+
  (30) 

 

となる． 
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